
5.3 Есеп шығару үлгілері 

 

Есеп №1. Интегралдау ретін өзгертіңіз.  
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Шешуі.  Облыстың шекараларының теңдеулерін жазып алайық.. 2х , 

3х  - Oу  осіне параллель түзулер. х=0  - Oу осінің теңдеуі .у=0  - Ох осінің теңдеуі. 

42224
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24   уххyу х   - центрі (0;0) нүктесінде, радиусы R=2 

болатын шеңбердің теңдеуі. Ал 
24 ху   - шеңбердің Ох осінен  жоғарғы орналасқан 

бөлігі. 
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22422
24   уххухуу х  - 

центрі (0,2)  нүктесінде, радиусы R=2 болатын шеңбердің теңдеуі. 
242 ху    - 

у=2 түзуінен төмен орналасқан бөлігі. Берілген шеңберлердің қиылысу нүктесі. Берілген 

шеңберлердің 2- ші ширекте жатқан қиылысу нүктесінің абсциссасы 3х -ке тең, 

сәйкес ординатасы   134
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2-сурет 

 

Шеңберлердің теңдеулерінен x айнымалысын y айнымалысы арқылы өрнектеп, аламыз: 

242
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22 ухухух   24 ух  , өйткені, облыс 2-ширекте 

орналасқан.   
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    2424244242224 уухуухууху    

24 уух  , өйткені, облыс 2-ширекте орналасқан. 
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Жауабы: 
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Есеп №2.  Есептеңіз: dxdy
D

ухух  




 441502254  .,,1: 3 xyxyxD   

Шешуі.  D  облысының шекарасын беретін теңдеулерден облысты салайық.  

 

 

 

  

 

 

  

 

 

 

 

 

 

3-сурет 

 

};10{: 3xyxxD   теңсіздіктермен көрсетілген D  облысы бойынша 

қайталанған интегралға келтіріп, есептейміз: 
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Жауабы: 11441502254   
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Есеп №3. Есептеңіз:  
D

dxdy
ху

уе
6

12  3ln: yD , 4lny , 
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x ,  

3

1
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Шешуі. D  облысының шекарасын беретін теңдеулерден облыстың қабырғалары 

координата осьтеріне параллель болатын тік төртбұрыш формасында және интегралдау 

шекаралары сандар болатынын ескеріп,  геометриялық кескінін салайық. Бұл жағдайда 

интегралдау ретін өзімізге тиімді болатындай таңдап аламыз. 
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Жауабы:  5
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Есеп №4. Есептеңіз:  dxdydz
V

xyshx
2

. V: х=2, 
2

x
y  ,  у=0,  z=0,  z=1. 

Шешуі. V денесі призма формасындағы бес жазықтықпен шектелген дене болады. 

Үш еселі интегралды Оху жазықтығындағы проекциясы бойынша қайталанған интегралға 

келтіріп, есептейміз. 
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Жауабы:     22
2

 shdxdydz
V

xyshx . 

Есеп №5. 1222  ух ,  26 ух  , 0х  қисықтарымен шектелген фигураның 

ауданын табыңыз. 

Шешуі.  D  облысының шекарасын беретін теңдеулерден облысты салып, оының 

Ох осіне қарағанда симметриялы екендігін ескеріп, Ох осінің жоғарғы бөлігіндегі ауданды 

есептеп, 2-ге көбейтеміз. 1222  yx - (0;0) нүктесі центрі болатын, радиусы 

32R болатын шеңбер,
26 ух  -парабола.  

Қиылысу нүктелерін анықтаймыз: 
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6-сурет 
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Жауабы: .).(23 бiршаршыS    

Есеп № 6. 04 22  xyy  , 08 22  xyy , 

3

x
y   ,  0x  қисықтарымен 

шектелген фигураның ауданын табыңыз. 

Шешуі. Алғашқы екі қисықтың теңдеулерін канондық түрге келтіреміз: 

 

  164
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ух

ух
 - 1-ші теңдеу центрі А(0,2) нүктесінде, ал радиусы R=2 болатын, 2-ші 

теңдеу центрі В(0,4) мен радиусы R=4 шеңберлердің теңдеулер. 
3

х
у  - бұрыштық 

коэффициенті 
63

1 
  tg  тең координата бас нүктесі арқылы өтетін түзудің 

теңдеуі;  х=0 –Оу осінің теңдеуі. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

7-сурет 

 

Фигураның ауданын полярлық координаталар жүйесіне көшіп, есептейміз: 
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ddS  . Ол үшін 

















J

y

x

sin

cos

 түрлендіру формуласын қолданып,  

 sin4sin42422  уух .  sin8822  уух  
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  tg

х
у  

қисықтардың полярлық координаталар жүйесіндегі теңдеуін аламыз. 

Интегралдау шекараларын қалай алу керектігі облыстың геометриялық кескінінен көрініп 

тұр.   полярлық бұрышының өзгеруі 
3

х
у   түзуінен х=0 түзуінен дейін болса, осы 

түзулер арасынан координата бас нүктесінен басталатын кез-келген  const  сәулесін 

жүргізіп, оның облыста жататын бөлігі –кесіндінің басы   42
22  ух  шеңберінде, 

соңы   164
22  ух  шеңберінде екендігінен   полярлық радиусын өзгеру облысы 

көрініп тұр. Сонымен, 
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Жауабы: .)(334 бiршаршы . 

Есеп №7. ,
4

1
х  у=0,  у2=16х, 0у  қисықтарымен шектелген жазық 

пластинканың тығыздығы 
2

2

9
16 ух    берілсе, онда массасын табыңыз. Шешуі. 

4

1
х  - ОУ осіне параллель түзу, ал у=0 –Ох осінің теңдеуі, у2=16х – төбесі координата 

бас нүктесінде, симметрия осі Ох болатын парабола. Oх осінің жоғарғы жағындағы жарты 

жазықтық. 
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Жауабы: М=2 (масса бiр.). 



Есеп №8. yx 217 , yx 22 , 0z , 
2

1
 yz  беттерімен шектелген дененің 

көлемін табыңыз. 

Шешуі. Алғашқы екі беттің теңдеулерінен параболалық цилиндрлі беттер екендігін 

көруге болады: 
8

2
8222

х
уухух   және  

578

2
5782217

х
уухух  .   0z  Оху жазықтығының теңдеуі. 

2

1
 yz  ОХ 

осіне параллель Оz және Оу осьтерінен ұзындығы 
2

1
  -ге тең болатын кесінділер қиятын 

жазықтық теңдеуі. Оху жазықтығындағы проекциясын ескеріп, дененің көлемін 

есептейміз. 
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8-сурет 

 

Жауабы: V=1  (куб. бір). 
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Есеп №9.  х2+у2+2х=0, 2

4

25
yz  , z=0 беттерімен шектелген дененің көлемін 

табыңыз. 

Шешуі. Дене жоғары жағынан 2

4

25
yz   параболалық цилиндрлі бетпен 

шектелген, ал төменнен - 0: zOXY  координаталық жазықтығымен, бүйірінен 

х2+у2+2х=0- дөңгелек цилиндрімен  шектелген болғандықтан, полярлық координаталарға 

көшіп, х2+у2+2х=0 теңдеуін түрлендіріп,    cos2cos211 222
 yx  

аламыз. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

9-сурет 

 

 
 

D

dxdyyxfV ,  формуласын қолданып, D облысы   11 22
 yx  шеңбері болады. 

Сондықтан, төмендегі интегралдау шекарасын аламыз. 
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Жауабы: 6  (куб.бір.). 

Есеп №10. у=-2х2+7, у=5, z=1-2x2+3y2 z=4-2x2+3y2 беттерімен шектелген дененің 

көлемін табыңыз. 

Шешуі. Дене жоғары және төмен жағынан z=1-2x2+3y2 z=4-2x2+3y2 берілген 

параболоидтармен шектелген. Бүйірінен у=5 жазықтығымен және  

у=-2х2+7 параболалық цилиндрлі бетпен шектелген. 
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Алдын-ала түзу мен параболаның қиылысу нүктесін тауып,  
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D облысының ОУ осіне қарағанда симметриялы екендігін ескеріп, 1-ширектегі 

бөлігі бойынша интегралды есептеп, нәтижені 2-ге көбейтеміз.  

Жауабы: V=8 (куб.бір.). 

 


